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8. 1 3 

8. 2 5 

8. 3 8x 

8. 4 2 – 27x² 

8. 5 3x² + 10x 

8. 6 2x³ + 9x² – 2 

8. 7 

23 x

1

x

6
  

8. 8 
Druckfehler: Die Aufgabe sollte lauten x2

x

8
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2
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8. 9 
3
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8. 10 

x2

1
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8. 11 
3

x

12
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3
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8. 12  

 
  21x18x"f

30x21x9x'f

6x30x5.10x3xf

2

23







 

Wir bestimmen die Nullstellen der 1. Ableitung und prüfen dort die Vorzeichen der 
2. Ableitung: 

 

 

  03921118x"f

03921
3

10
18x"f

1x,
3

10
x030x21x9x'f

2

1

21
2















 

x1 ist Minimum, x2 ist Maximum. 

8. 13 Wie 8.12: 

 

 
  16x6x"f

4x16x3x'f

12x4x8xxf

2

23







 

Wir bestimmen die Nullstellen der 1. Ableitung und prüfen dort die Vorzeichen der 
2. Ableitung: 

 
 
  016263.06x"f

016070.56x"f

263.0x,070.5x04x16x3x'f

2

1

21
2







 

x1 ist Minimum, x2 ist Maximum. 
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8. 14  

 

  18x42x12x"f

27x18x21x4x'f

54x27x9x7xxf

2

23

234







 

Wir bestimmen die Nullstellen der 1. Ableitung und prüfen dort die Vorzeichen der 
2. Ableitung: 

 

     

  0183423123"f

03.561875.04275.01275.0"f

3x,3x,75.0x27x18x21x4x'f

2

2

321
23







 

An der Stelle x = 3 müssen wir jetzt noch prüfen, ob die 3. Ableitung = 0 ist: 

  0423243'''f   

x1 ist Minimum, x2 ist Sattelpunkt. 

8. 15 Produktregel und Kettenregel: 

   

         222

2

aax8x122x2a2xx2a1x'f

x2axxf




 

Der Faktor -2 ist die (innere) Ableitung von a – 2x. 

8. 16 
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a
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8. 17 
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8. 18 
 

 
2x
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x
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8. 19 
 

 
4

2
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2
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x

1
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a

x

1
xf





 

8. 20 Quotientenregel und Kettenregel: 

 
 

 
    

 

 

   334

2

2

bx

xb
a
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x2bx
a

bx

1bx2xbx1
ax'f

bx
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xf





















 

8. 21 Kettenregel: 

 
 

 
 

   44

3

2

xb

6
x6

xb

16
x6x'f
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2
x3xf












 

Der Faktor -1 ist die (innere) Ableitung von b – x. 
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8. 22 Produktregel und Kettenregel: 

   
       

    
   22222

322222

2222322

3222

xax8xa4

x6xa4x2xa4

x2xa43xxa4x2x'f

xa4xxf









 

Der Faktor -2x ist die (innere) Ableitung von 4a² – x². 

8. 23 Quotientenregel und Kettenregel: 

 

 
 
   22

2

22

2

2

abx

xab
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x2xabx1
x'f

abx

x
xf














 

8. 24 
 

 
   

   2222
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2

2
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xf














 

8. 25 
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2
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8. 26 
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8. 27 
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8. 28 
 

 

 
            

2

2

2

2

2

32
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8. 29 
 

 
3

2

3

2

1

x8

a
x

2

1

2

a
x'f

x
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x2

a
xf

















 

8. 30  

 
2222

22

xa

x

xa2

x2
x'f

xaxf













 

8. 31    

 
 

   2222

22

axr

xa

axr2

ax2
x'f

axrxf













 

8. 32    

 
   

   2222

22

xax

ax2

xax2

1xa2x2
x'f

xaxxf













 

8. 33  

 
xa22

x
xa2

xa22

1
xxa21x'f

xa2xxf











 

8. 34 
     

         
 

 

 
 

   

 

1 3
3
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1 13 1
2 22 2

f x x r x x r x

r x 3x1 3 1
f ' x x r x x r x 1 r x

2 2 2 x r x
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8. 35    
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8. 36 
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8. 37 
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8. 38 
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8. 39 
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8. 40  

    amx

amx

10m10lnpx'f

10pxf








 

8. 41 
 

 
 ax2x

ax2

ax2

x2

x2

ax2

x2

a
x

x2

a
1

x'f

x2

a
xlnxf

2

2

22
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8. 42    

     x2cos2x2cosx'f

x2sinxf

2
1

2
1




 

8. 43      

         x3cosxsin3x3cosxsinx'f

x3sinxcosxf

2
3

2
1

2
1




 

8. 44 
 

   

 
 
 

  
 

 
 

 
 xsin

xcosa

xcos

xsinb

xcos

xsinb

xsin

xcosa
x'f

xcos

b

xsin

a
xf

2222















 

8. 45 
 

 
 

 
 
   xcos

b

xsin

xcosc
x'f

xtanb
xsin

c
xf

22







 

8. 46      
             xcosxxsinx2cos2xcosxxsin12x2cosx'f

xsinxx2sinxf




 

8. 47      
  0x'f

1xcosxsinxf 22




 

8. 48    

              xcosxsinx2xcosxsinxcos2xxcos1x'f

xcosxxf

22

2




 

8. 49 
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xcos1
xsin

xcos1

xcos1

2

xsin2
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xcos1
2
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8. 50 Druckfehler in der Aufgabe! 

   

 
2x1

1
x'f

xarcsinxf
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8. 51 

   
  5050100y,50x0200x4x'f

10000x200x2x100xxf

minyx

x100y100yx

222

22









 

Da der Graph von f eine nach oben offene Parabel ist, gibt es nur ein Minimum. 

8. 52 

   
  121224y,12x0x224x'f

xx24x24xxf

maxyx

x24y24yx

2









 

Da der Graph von f eine nach unten offene Parabel ist, gibt es nur ein Maximum. 

8. 53 

 

  1x0
x

1
1x'f

x

1
xxf

max
x

1
x

2






 

Wir haben zwei Lösungen gefunden und müssen diese genauer untersuchen: 

 

 
  011"f

031"f

x

2
1x"f

3







 

x1 = 1 ist ein lokales Minimum (für positive x), x2 = -1 ist ein lokales Maximum (für 
negative x) und damit die gesuchte Lösung x = -1. 

8. 54 

 

  5L0
L

50
2L'f

L

50
L2

L

25
2L2Lf

minB2L2Umfang

L

25
B25BLFläche

2








 

Da die Länge nicht negativ sein kann, ist die Lösung L = 5 und damit auch B = 5. 

8. 55 

   
  8816B,8L0L216L'f

LL16L16LLf

maxBLFläche

L16
2

L232
B32B2L2Umfang

2












 

Da der Graph von f eine nach unten offene Parabel ist, gibt es nur ein Maximum. 

8. 56 

   
  202040L,10B0B440B'f

B2B40BB240Bf

maxBLFläche

B240L40B2LUmfang

2









 

Da der Graph von f eine nach unten offene Parabel ist, gibt es nur ein Maximum. 
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8. 57 Oberfläche = Boden + 4 Seitenwände = a² + 4ah = 100cm² 

Volumen = Boden·Höhe = a²·h 

Den Ausdruck für die Oberfläche können wir nach a oder h auflösen. Beides führt 
auf die richtige Lösung. Lösen wir nach a auf, erhalten wir eine Wurzel und die 
Rechnung wird mühsamer (und fehleranfälliger!). Wir lösen deshalb nach h auf: 

 

 
2

a
886751346.2h,773502692.5

3

100
a0

4

a3
25a'f

max
4

a
a25

4

a

a

25
aaf

4

a

a

25

a4

a100
h

2

3
2

2


















 

Zwei Bemerkungen: 

1. Es ist wichtig, die erhaltenen Ausdrücke (hier h und f(a)) möglichst weit zu ver-
einfachen, um die Berechnung nicht unnötig zu komplizieren. 

2. Bei solchen Aufgaben stehen die Lösungen (hier a und h) häufig in einem ein-
fachen Verhältnis zueinander. Diese Aufgabe hätte man auch ohne Differential-
rechnung lösen können: Bei einem geschlossenen Quader mit quadratischem 
Grundriss hat ein regulärer Würfel maximales Volumen. Ist der Quader oben of-
fen, ist es eben ein halber Würfel (gleiches Verhältnis zwischen Oberfläche und 
Volumen). Die Oberfläche beträgt a² + 4·½a² = 3a² = 100cm², und damit resul-
tiert die gleiche Lösung wie oben. 

8. 58 Siehe für eine Zeichnung Abschnitt 4.5, Behältervolumen. 

Bei dieser Aufgabe ist es wichtig, zu sehen, dass a eine vorgegebene feste Grösse 
ist, während h die gesuchte variable Grösse ist. 

   

 
 
















a

a

24

a4a8

122

a124a8a8
h0h12ah8ah'V

maxh4ah4hahh2ahV

6
1

2
122

22

3222

 

Die erste Lösung führt auf Volumen 0, weil von dem Blech gar nichts mehr übrig-
bleibt, die zweite Lösung ist die gesuchte Lösung des Problems. 

Wir können das auch anhand der 2. Ableitung zeigen: 

 

 
  Maximum0a4a4a8a"V

Minimum0a4a12a8a"V

h24a8h"V

6
1

2
1







 

8. 59 Das ist das Beispiel aus Abschnitt 4.5, Behältervolumen. 

     

 








19632981.41

13700352.12
h0h12h6406000h'V

maxh4h320h6000hh260h2100hV

2

32

 

h muss kleiner sein als 100/2 = 50 und als 60/2 = 30, da das Volumen sonst nega-
tiv wird - es kommt also nur die erste Lösung in Frage: 

Länge 75.726cm 

Breite 35.726cm 

Höhe 12.137cm 

Volumen 32835cm³ 
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8. 60 
     

   

    22

22
2

32

baba2h12ba2h"V

6

bababa
h0h6hba2

2

ab
h'V

maxh2hbah
2

ab
hh2bh

2

a
hV
















 

Die Wurzel ist immer > 0. Für das Maximum muss das negative Vorzeichen ge-
wählt werden. 

8. 61 

mindh
2

d

4

d
hd

4

d
F

h
4

d
V

222

2



















 

Wir können V nach d oder h auflösen und in F einsetzen. Wir wählen h, um nicht 
mit Wurzeln rechnen zu müssen. 

 

 

d
V4

V4

V4

V4

V4

d

V4
h

V4
d0

d

V4
dd'F

d

V4
d

2d

V4
d

2

d
dF

d

V4
h

3

3

2

3

22

3
2

2

2

2

2































































 

Auch hier trifft die Überlegung von Lösung 8.57 zu. 

8. 62 

mindh
4

d
hd

4

d
F

h
4

d
V

22

2



















 

Wir können V nach d oder h auflösen und in F einsetzen. Wir wählen h, um nicht 
mit Wurzeln rechnen zu müssen. 

 

 

2

dV

V

V

V
2

V4

d

V4
h

V
2

V8
d0

d

V4
d

2
d'F

d

V4
d

4d

V4
d

4

d
dF

d

V4
h

3

3

2

3

2

2

2

33
2

2

2

2

2





































































 

 Auch hier trifft die Überlegung von Lösung 8.57 zu. 
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8. 63 

 

   
 

 
 

 

 
cm804375863.7V

2
2r

2

2

r

r
2

2

r

V
2

r

V2
h

cm386397924.6V
2V2

2

V22
r

cm500V

0
r

1V22
r2r'F

r

1V22
r

r
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r2rrF
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1
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2

1
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1
V

3
3
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3
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3

2

2

2

2
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2
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8. 64 s r h 2 2  ist die Mantellänge des Kegels. 

Die abgewickelte Mantelfläche ist ein Kreissektor mit dem Radius s und der Bogen-

länge 2··r. Ihre Fläche beträgt s
r

s
s r2 2

2
 

 

 
  




 . 

Die Oberfläche A setzt sich zusammen aus Grundfläche + Mantelfläche, 

A r s r

r r r h

    

     

2

2 2 2

 

 

 

A hängt von 2 Grössen ab, r und h. Wir brauchen eine weitere Bedingung, damit 
wir nur eine Variable haben. Mit dem gegebenen Volumen können wir h durch r 

ausdrücken, V r h h
V

r
     





1

3

32

2



. 

 







































22

2
42

42

2
22

2

2

22

r

V9
rr

r

V9
rrr

r

V3
rrrrA

 

Ableitung nach r (mit Potenz- und Kettenregel): 

A r

r
V

r

r
V

r

'    

 




 






















 



2

4
18

2
9

0

3
2

2 3

4
2

2 2

 

Wenn der Ausdruck = 0 ist, muss die grosse Klammer = 0 sein. Im rechten Bruch 
kürzen wir noch einen Faktor 2 heraus. Damit ergibt sich für r eine Wurzelglei-
chung, 

2

2
9

9

3
2

2 3

4
2

2 2

  

 









r

r
V

r

r
V

r





 

Wurzelgleichungen löst man bekanntlich, indem man die Wurzel auf einer Seite 
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des Gleichheitszeichens isoliert und dann quadriert. 

3
36

2

2

2

2

2

22
6

422

2
2

4

2
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2
2

22

2

4
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2
2
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2
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2
4

2
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2
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2
4

V6963.0
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r

V

8
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18

5.4
r

r

1

r

V
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r

1

r

V
5.4

r

V
18

r
r

V9

r

V5.4

r

V9
r

r
r

V5.4

r

V9
r





















































































 

Den Ausdruck für h erhalten wir durch Einsetzen von r und Anwendung der Re-
chenregeln für Potenzen zu 

h
V

r

V
V







 

3 24
1969

2
3 3

 
.  

Das Verhältnis der beiden Grössen ist 

h

r
   8 2 2 2 828. . 

Der Öffnungswinkel des Kegels beträgt 

 2 2
1

8
2 0125 38 56 32 7









  









    arctan arctan arctan . ' . "

r

h
. 

Für V = 1000cm³ erhalten wir r = 6.936198827cm und h = 19.69490044cm. 
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8. 65 Vorüberlegung: 

Das Volumen ändert sich kontinuierlich mit . Für  = 0° und  = 360° ist es =0, 
dazwischen ist es >0. Es muss also irgendwo ein Maximum geben. 

Bei dieser Aufgabe soll mit Winkeln im Bogenmass (rad) gerechnet werden. 

Die Bogenlänge des Sektors beträgt r·. Sie entspricht dem Umfang U der Grund-

fläche des Kegels.  bezeichnet den Radius dieser Grundfläche. 
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Zur Ermittlung des Maximums lassen wir den konstanten Vorfaktor 
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"6.19'56293
3

8

2

3
4

2

11
4

2

1

4

1
14

4

1
12

2
4

1

4

1
12

0

4

1
12

2
4

1

4

1
12'V




















































































 

 

Für r = 15cm erhalten wir V = 1360.35cm³. 

 

Der Öffnungswinkel beträgt 

"4.16'28109
3

2
arcsin2

2
arcsin2
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8. 66 
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Ein Bruch ist =0, wenn sein Zähler =0 ist. Wir dürfen den Nenner deshalb weglas-
sen, wenn er bei der gefundenen Lösung ≠ 0 ist: 
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8. 67 
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Da die negative Lösung sinnlos ist, ist x = 2b die gesuchte Lösung. Damit ist der 

Winkel 













 120

b

b
arcsin90 2

1

. Der maximale Querschnitt ist ein halbes regu-

läres Sechseck. 
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8. 68 
Wir suchen das Maximum von 

6

hb
W

2
 . Dabei können wir den Divisor 6 weglas-

sen. 

Mit Pythagoras gilt h² + b² = (2r)², also h² = 4r² – b²: 
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Die Querschnittfläche des Balkens beträgt 222 r889.1r
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Verlust an Biegefestigkeit: 
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Der Balken hat also 60.0% des Querschnitts (Gewichts) und 65.3% des Wider-
standsmomentes des vollen Stammes. 

8. 69 
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Mit n = 4612.5/min erhalten wir P = 99138.3 W = 134.8 PS. 
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8. 70    
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Für eine maximale Energieübertragung muss die Geschwindigkeit der Turbinen-
schaufeln gleich der halben Strahlgeschwindigkeit sein. 

8. 71 Gegeben: 

v Spannung einer Zelle 

r innerer Widerstand einer Zelle 

Ra äusserer Widerstand der Leitung 

 

Damit wird 

V = ns·v Spannung der Schaltung 

R
n r
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n r

N
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s
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2

 totaler innerer Widerstand 

Nach dem Ohm’schen Gesetz ist nun 
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R
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N
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s
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a s

 


 


2

max  

Diese Funktion können wir mit der Quotientenregel ableiten und ns bestimmen. In 
diesem Fall wird aber die Rechnung stark vereinfacht, wenn wir anstelle des Maxi-
mums von I das Minimum von 1/I ermitteln, 

1 1
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Daraus folgt durch Einsetzen Ri = Ra. Für den Strom erhalten wir 

I
v N

r Ra

max  
2

 

In einem praktischen Beispiel muss die Lösung gegebenenfalls so angepasst wer-
den, dass np und ns beide ganzzahlig werden. 

Mit N = 48, v = 1.8 V, Ra = 0.8  und r = 0.15  erhalten wir ns = 16, np = 3, V = 
28.8 V und Imax = 18 A. 
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8. 72 
Umfang: U r a a
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Ableitung: 
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Es handelt sich also um ein Minimum. Wo aber gibt es ein Maximum? 
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Wir haben es hier mit einem derjenigen Fälle zu tun, wo ein gesuchtes Extremum 

am Rand des möglichen Wertebereiches liegt, hier bei r
U





2

15 915


. , wo der 

Kreis maximale Grösse hat und das Quadrat verschwindet. Solche Extrema ohne 
horizontalen Kurvenverlauf werden mit der Differentialrechnung natürlich nicht ge-
funden! 

Es ist bekannt, dass der Kreis bei gegebenem Umfang die Figur mit maximaler 
Fläche ist. 
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8. 73 Nachfragefunktion 

Es sind zwei Punkte einer linearen Funktion gegeben, also machen wir den Ansatz 

Nachfrage = m · Stückpreis + b 

und berechnen m und b, 

 

m

b
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14 40 18 20
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. .

.

 

Wir erhalten N(x) = 19600 – 570 · x, wo x für den Stückpreis steht. 

y = -570x + 19600
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Umsatzfunktion (bei garantiertem Absatz) 

Umsatz = Nachfrage · Stückpreis 

U(x) = (19600 – 570 · x) · x 

 = 19600 · x – 570 · x² 

Der Umsatz wird hier also zu einer quadratischen Funktion des Stückpreises. 
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Umsatzmaximum 

Das Maximum einer quadratischen Funktion ax² + bx + c liegt in der Mitte zwischen 

ihren Nullstellen, also (unter Weglassung des ±-Terms) bei 
 






 


b

a2

19600

2 570
1719.  
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8. 74 

 

Die Beleuchtungsstärke des Buches ist proportional zu cos() (rechter Teil der Fi-
gur). x bezeichnet die schräge Entfernung zwischen Lampe und Buch. Nun gilt: 
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Damit dieser Ausdruck = 0 wird, muss die Klammer = 0 sein, denn  kann nicht = 0 
sein. Daraus folgt 

tan²() = 2   = 54°44’8.2” 

Der Winkel hängt also gar nicht von r ab, er ist immer gleich! Für die Höhe h erhal-
ten wir damit 
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8. 75 Die Beleuchtungsstärke an einem bestimmten Punkt ist die Summe der Stärken 
der einzelnen Lichtquellen an diesem Punkt. 
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Die Lösung wird einiges komplizierter, wenn man den Faktor (10 – x)³ ausmultipli-
ziert und zur Belohnung für die Mühe eine kubische Gleichung lösen darf! 

Es war zu erwarten, dass das Ergebnis etwas näher bei der schwächeren Lampe 
liegen würde: wenn wir in der Mitte sind, sind die Anteile der beiden Lampen pro-
portional zu ihren Leuchtstärken. Bei einer kleinen Verschiebung in Richtung der 
schwächeren Lampe nimmt die Beleuchtungsstärke von dieser her weniger zu als 
sie wegen der grösseren Entfernung von der stärkeren Lampe abnimmt. Das ist bei 
diesem Resultat der Fall. 

8. 76 Es gilt: 

Geschwindigkeit
Weg
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Wir schränken die Betrachtung vorerst auf den Bereich x  e ein, so dass der Abso-
lutbetrag entfällt. Aus der ersten Ableitung folgt für das Minimum 
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Das Verhältnis der Geschwindigkeiten bestimmt also den Abgangswinkel. Die 
Grösse e kommt in der Lösung gar nicht explizit vor! 



Anwendungsorientierte Mathematik für Techniker 

Lösungen der Aufgaben zu Kapitel 8 

SB/11.06.2019 

Minimum: x min
b

v 2

v 1

2

1

=x min 125 Grenzverhältnis: f 1
b

e
=f 1.291
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Aber: wir haben die Voraussetzung gemacht, dass x  e sein muss. Der Grenzfall 

xmin = e resultiert, wenn 
v

v

b

e
2

1

1  . Falls das Verhältnis der Geschwindigkeiten 

kleiner ist als dieser Wert, liegt der oben gefundene Wert für x, das Minimum der 
Funktion “ohne Betrag”, bei x > e und ist nicht die Lösung der Aufgabe. 

Die Funktion hat nur dann im Bereich 0 < x < e ein Minimum mit horizontalem Kur-

venverlauf, wenn v2  f · v1 ist, sonst liegt das Minimum bei x = e, wo die Funktion 
einen Knick hat. Dieser Punkt wird mit der Differentialrechnung natürlich nicht ge-
funden! 

 

Beispiel: v1 = 5, v2 = 5.5 
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8. 77 Wir berechnen als Funktion des Winkels  die Länge S, wenn die Leiter das Haus 

in den Punkten Z, C und A berührt. Wenn sich  bei gegebenen b und h verändert, 
durchläuft S irgendwo ein Minimum. Dieses Minimum entspricht der maximalen 
Länge, die S haben darf, um “die Kurve zu kriegen”. 
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Mit b = 5 m und h = 3 m ergibt sich damit  = 40° 8’ 43.3” und damit S = 11.194 m. 

8. 78 Entsprechend Aufgabe 8.77: 
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Daraus ergeben sich  = 37° 28’ 2.3” und damit h = 2.25 m. 
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8. 79 Es ist 

)cos(v)sin(ma   

und 
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und damit 
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Ableitung nach : 
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Zur numerischen Lösung siehe Beispiel 8.34. 

Die Lösung kann auch gefunden werden, indem die Gleichung mit Hilfe der Identi-

tät cos²() = 1 - sin²() und Quadrieren in ein Polynom 6. Grades in sin() umge-
wandelt wird: 
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Auflösung nach anderen Grössen: 
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