FESTIGKEIT BIEGUNG

Biegung und Biegelinie (neutrale Faser):

Zwei vor der Biegung parallele Schnitte ab und cd stellen sich bei Biegebelastung schrag
gegeneinander. Dabei werden die Werkstofffasern gestreckt beziehungsweise gestaucht:

a z' o' c

gestaucht

neutrale .
Faserschicht

b p gestreckt @ d

Verformungsbild

die Verformungen wachsen linear mit dem Abstand von der neutralen Faser (Schwerelinie),
nach Hooke gilt auch hier: Verformung und Spannung sind zueinander proportional.

Spannungsbild
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FESTIGKEIT BIEGUNG

Am symmetrischen Bauteil (Querschnitt) verteilen sich die Biegespannungen (Zug- und
Druckspannungen) wie folgt:

oy
0, e
Mit: o Biegespannung am Ort y
OB Biegespannung in der Randfaser (Zug-, Druck)
y Abstand beliebiger Faser von der neutralen Faser (Schwerelinie)
e Maximaler Abstand der Randfaser vom Schwerpunkt

Ohne weitere Herleitung gilt auch die Festigkeitsbedingung:

M
Oy = WB = 5Bzul
(o] Biegespannung in der Randfaser (Zug-, Druck)
Mg Biegemoment [Nmm]
W  axiales Widerstandsmoment [mm°]

Am unsymmetrischen Bauteil (Querschnitt) gilt:

emax it der gréssere der Abstande e; oder e, der Randfaser zur Schwereachse

; grélSte
Y L | Druckspannung
& |
Schwerachse = neutrale Faserschicht
o S .
| i l gréfite

' Zugspannung

Spannungsverteilung im unsymmetrischen Querschnitt

Mit Einfuhrung des Flachentragheitsmomentes

W=—-> wird die Festigkeitsbedingung:
emax
S, = My S,
J zul
J axiales Flachentragheitsmoment [mm?]
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Giiltigkeitsbereich fiir die Biegehauptgleichungen:

e Kraftangriff rechtwinklig zur Verformung eine gerade Stabachse (siehe Skizze)

die Belastungen liegen in einer Ebene mit der Stabachse (siehe Skizze)
fr den vorhandenen Werkstoff gilt das Hooke’sche Gesetz

der E-Modul ist fir Zug- und Druckbeanspruchung gleich gross

die vorhandenen Spannungen liegen unterhalb der Streckgrenze

die Querschnitte beulen unter Belastung nicht aus (bleiben eben)

Rechtecktriger, biegebeansprucht

Hooke’sche Gesetz, Formanderung bei Biegung oder Durchbiegung:

Fir kleine Winkel ( < 7°) gilt: sin(a) = tg(a) = Qpogenmass

Es gilt auch: 9, = E# fir die Spannung in der Randfaser

und auch: tg(a) = i
e

mit: emdx:J(SB und: dlzg
M, E
o, M, FI*
wird: rg(a)=-2 —L=—+
(@)= J8, JE

ferner gilt: dy =tg(a)dl

3 ly FlZ

=|—dl

Y ;[JE
FI

y=—
3JE

(an Stelle von y wird oft auch fverwendet)
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FESTIGKEIT BIEGUNG
Weitere fundamentale Durchbiegungen und Biegelinien:
Legende: A: Linkes Lager | = Gesamtlange des Balkens

B: Rechtes Lager f = Durchbiegung unter der Lasteinleitungsstelle

fm = Maximale Durchbiegung

Xm = Ort der maximalen Durchbiegung

w; = Durchbiegung am Ort x
a; = Winkel zur Horizontalen

Lastfall Gleichung der Biegelinie Durchbiegung Ne|gung§wmkel
(Betrage)
Fa*h*
0<x<a: f_SEI,!
1 4] | b | Fub 7 s ) .
! ab? | ( | X X (12 =h2)?
F w;(x) = E@-\HZ;?_E} asb:f, =L ‘1’9“ (i EI"; ) _ Fab(i+b)
A | l Il B ! VIR 4T GEL]
@ 1o a=x<] . (774 P !
Q A ranf( iex x| TN o, =F200+a)
{ o _Fatb|| [/—x -x) | ; e
| [ | u-ﬂf,\)—GEI |:|1 —; TR :| (r<b:f,,‘=Fa\'lll(i_aJ 6EIL]
> x ’ 9\3EIL]
mx, =1—-\/(P-a*)/3
Yo
g o L »
PO LN T R, a. =g, =30
VAN é w(x) 24ET L 27 __.| | 7) } =38 EI AT T s
I ! |
P x
M qa
T ggl*
3 ) 4 ) PURT BRI qB:H Y =
A w(x)= 95! |:-.-i_ Xloaf X e — 360 ET,
= L |- 7—-10{ — | +3—| 15331,
| ] H:r‘ QGOEII‘ I ) \ ) ) ¥ 8 qEF
I 1 inx, =0.519/ fy =——
> x 360 EI,
c l M,
=% jnx== o ==
& A u{r)—MoF '_"'—|(i=!3 ’ 1OEL, ? * 6L,
O 6EI| 1 \1) ;= M’ — o M
; / | "OOEEL T 3 ?3EL
P x
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FESTIGKEIT BIEGUNG
Lastfall Gleichung der Biegelinie Durchbiegung Neig‘{'B'l%:;’:;nkel
F :
l \
: N . Y FI? ok
WN / X X _
= 27 —_ —_— — =
] & w(x) GEIJ.[ f [ ; ] } S 3EI o, 2EI,
P x
PTTTTIITON
: \ 4 . RS 4 3
' N | i) =2 3—4l+[lJ f=l o, ="
N 24E1,|7 1 \T, 8EI, 6EI,
} [ |
P x
Qs N
/m/l/s
y 4 R 4 3
' S v(x) = Ol |, _s¥ (X f- 95! A:_‘?B}
] 120EL| 1 \1, 30E1, 24EI,
P X
M, N
—
A 2 C )\ 2
N w(x) = M 1-22 [i] f= Ao/ Ay = M1
| 7 , 2EI, 1 \7) 2EI, EI,

Weitere Biegegleichungen fiir verschiedenste Einbau- und Belastungsfalle finden sich in
jeder einschlagigen Formelsammlung unter den Stichworten:
e Durchbiegung (maximale)
¢ Biegelinie (an beliebiger Stelle im Trager)

Federrate des Freitragers: ¢c=—=

F_3JE| N
y P | mm

Weitere Federraten lassen sich fiur alle Trager herleiten indem man ¢ =— setzt.

Yy
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Querkraft und Momentendiagramm:

gfz)

z El) T
iy . - ?WWW
D T o\ k -

Querkraft- und Momentendiagramme entstehen durch die fortlaufende Verschiebung der
untersuchten Schnittflache entlang der Schwerpunktsachse:

Querkraft in Folge Einzellast Fy(2)=-)_F,
Moment in Folge Einzellast M, (z)= —ZMSP SP: Drehpunkt im Schnitt z
Querkraft in Folge konstante Streckenlast F,(z) =—F"z

Moment in Folge konstanter Streckenlast M ,(z) = —J. F,(2)dz = —'[F'zdz
0 0

2

0 %
MB(Z):—F7

Schneidet Fo(z) die z-Achse (Nullstelle) durchlauft das Moment ein Maximum!

Fur Einzellasten und Streckenlasten, fir die Momente daraus und die sich ergebenden
Verformungen gilt das Prinzip der Superposition, das heisst:

e Querkraftdiagrammfunktionen kénnen addiert werden

e Momentfunktionen kénnen addiert werden

e Verformungen an der gleichen Stelle kdnnen addiert werden

e Verformungsfunktionen kdnnen addiert werden
Dabei spielt es keine Rolle, ob die Addition grafisch oder arithmetisch durchgefiihrt wird. In
der Praxis haben sich grafische Verfahren durchgesetzt (Versténdlichkeit)!

Die Verformungsfunktionen (Biegelinien entlang des Tragers) werden in diesem Kurs nicht
theoretisch behandelt. Ihre Handhabung ist einfach, wenn man mit der Mathematik
gentgend vertraut ist. Die Funktionen fir viele Einspannungs- und Belastungsarten finden
sich in der einschlagige Fachliteratur. Einige Standardfalle fir Querkraft- und Momenten-
verlaufe sind nachstehend angefihrt:
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F

tF By F F

D fg="Ffa/l =4 CiciEasil
FA Fi FA=FB=F/2 a b FL_ A=1B
e e ™8 &t—zj AEE 14':10 fo

g
fa
fo [h ] fo [{ +] ~Fp 1A 0
= B —F
E " [ ] a [- H=8
" " M
b memean | NS na=rann| max My = F

max My max My max M,
4 5
F IF 15 JF FA:,EB:”F/Z FA=—FG/f
B 5 Fa=Fla+ /1
2 & I
o7 Sl o A ta,
Fa F +LE
Jﬁb‘_—;ﬁﬂ;& A
My g o7 max My=Fl/k
"A' TaTaT5 5] % Al il | ™ min My = - Fa
max My kl24]20[154[133 i it M
7 8 9
F M M
FA=FB=%F (‘ Fa=—Fy= Ml Fa=~Fy=-MI

4, FA - g i v swma

at=-i/2 /1~ a e
o =Rall b Zf i E—
O [y w—— R ,
min My minMy=-Fa —— min My min My= - Ma/l
M A&/JKEL h T ok b max My = Mb/!
+
M
mose My mube=F(£—a) e oy Ll
10 17 7

Fa="Fy=ql/2 c/2 /2 Fu=qcb/l

q
C ‘D Fa=Fy=0 - = Fg=gea/l
FA‘CJJB & R Ala—a b fo

t

USSP - M =F(a-£)
fa gl o bs Fa PN —Fﬂi el
A R

Mm—ﬂ &
Mo+ ] My 2 ‘c" Mw=Fs(f’-7)
max My=gl78 | M, N w
max M, b I
b max My rnube=Mm+E
13 14 4]

¢=0 5

q 7
EEREEEARA ;ﬁ;ﬁ:q“%) 7 ?ﬁﬂz/[//z MCF V' B
17 f = B =
S W A R e R

F
’”HZ - E v ]
7 q ‘k PN i) J 7 Fa I £ +
g0 Iyl < 05771
it iny=~ga"/2 : ¢ AT~
My A:/EQ;A min My gu My W gl M, Min My = - 1

2 mox My= = z
max M, rnube=—%q+% max M, 156 min My
6 17 18
d
/EREERRRREL FA=qiz C Fy=0 Q FA:WZZ
M ;FA i Me=ql72 Me 2& ; Y Me=M M Z/FA ; Me=g(76
T O P iz g—-
FD FD FQEU Fﬂ A
. ¥ M /& ;
: mnMy=—giyz | M M - | ¥ min My = - G4 /6
min M, min My,
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FESTIGKEIT BIEGUNG

Beispiel 1:

L2 | 'IIH'}
Q& i 12 ] /W

Biegetrager links auf Festlager rechts gleitend aufgelegt:

/1 =0.5m F1 = 1kN

/2= 1.2m F2 = 0.5kN
Iz =2.0m g = 0.7kN/m
Gesucht:

a) Tragheitsmomente Trager in Einbaulage 1 und Einbaulage 2
b) Querkraft- und Momentflache

¢) Druckspannung im Balken bei Erwarmung um 50 C

d) Maximale Biegespannung im Balken

e) Verlangerung des Balkens bei Erwarmung um 50 C
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Lésungen:

a) 3'713’750mm*
896°714mm*

b)

€max = 21.7mm

1400

y
1200 P

1000 ~.

800

600 |

—q

400
200

—Fq1

—Fqg2

Querkraft [F]

—FgSum

-200
-400

/

-600

-800

0.0 0.2

1.2 1.4

600

500

400

—Mb aus q
—Mb aus F1
—Mb aus F2
—MbSum

.E [ —
Z 300 / I
E 200 / \
£ v/
g 100 -
[«}]
g o
m \\
100 =
o
-200 —
-300
00 02 12 14

c) 0.068N/mm?

d  M,=537.5Nm
O max = 23N/mm?

e) Al = Ay, — Apeer = 1.2mm — 0.00065mm = 1.19935mm
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Anwendungen der Querkraft- und Momentdiagramme:

Auffinden der Stellen maximaler Biegebelastung zur Auslegung des Tragerprofil

S.

Bei mehreren Maxima ist das absolute Maximum flr die Dimensionierung massgebend!

Auslegen von Tragern mit gleich bleibender Biegefestigkeit:

0. = o =
B W, W, W | mm?

n

_ MB(xl) _ MB(x2) _ MB(xn)[ N :|

Kann der Trager gleicher Festigkeit explizit mathematisch beschrieben werden,
man von einer Anformungsgleichung!

Beispiel 2: Kragtrager mit Einzellast:

MBmax — Wmax

My, ) W, Mpmax = Fl Mpx =Flx | F
FI _bh, -6 %/ X

FI.T b6 /41 4
LK, e r —
Lo |

h.=h_. 17" Anformungsgleichung

Beispiel 3: Kragtrager mit Streckenlast:

M W

Bmax _ max
M, W : "

F'I’-2 bk, -6
F'I’-2  bhl-6

> h
[
h,=h_ 17" Anformungsgleichung

Wird die Héhe h angeformt, ist die breite b konstant zu wahlen oder umgekehrt.

so spricht
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Aufgaben:

1) Ein Holzbalken hat Rechteckquerschnitt von 200mm Héhe und 100mm Breite.
Welches grésste Biegemoment kann er hochkant- und flachliegend aufnehmen,
wenn 8N/mm? Biegespannung nicht Uiberschritten werden soll.

2) F =57.5kN ™
I; = 250mm
l,= 180mm F F
I3 = 1'500mm i e ———— =
Oz = 65N/mm? b
d="7?
p. = ? im Lager mit /, T :
S -
3) F = 10kN A7
| = 240mm 6 N A .
d=90mm /
OBy = 80N/mm2 v 1
h=7 inxx ! [
b=7 inx-x ——
4) F = 500N
l;=300mm
lo = 100mm
Iz = 1600mm
u=0.5
h/s =4
OBy = 60N/mm2
MBmax =7?
s=7?
h="7?
5) F = 150N
l;=140mm
> = 300mm
h/b =6
OBy = 60N/mm2
ot = ? gegen Biegung
h=7?
b=7?
6) Eine einseitig eingespannte Blattfeder aus Stahl driickt mit ihrem freien Ende auf

einen Hebel. Im eingebauten Zustand ist das freie Ende elastisch um einen Federweg
von 12mm aufgebogen. Die Blattfeder hat eine freitragende Lange von 60mm und
konstanten Rechteckquerschnitt 70mm x 1mm. Mit welcher Kraft wirkt das freie Ende
der Feder auf den Hebel?
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7) Eine Welle aus Stahl hat einen Durchmesser von 30mm und einen Lagerabstand von
400mm. Sie wird mittig durch eine Kraft von 4kN belastet. Unter Vernachlassigung

der Eigengewichtskraft sind zu berechnen:
a) die maximale Biegespannung
b) die maximale Durchbiegung

c¢) den Winkel, den die Biegelinie in den Lagerpunkten mit der
Verbindungslinie der Lager einschliesst

d) die maximale Durchbiegung einer Welle gleicher Abmessung aus einem
Aluminiumwerkstoff mit einem Elastizitdtsmodul von 70°000N/mm?

e) auf welchen Betrag muss der Durchmesser der Aluminiumwelle erhéht
werden, wenn sie die gleiche Durchbiegung wie die Stahlwelle haben soll

8)  Fy=4kN
F, = 3kN

Q = 10kN (Gesamtstreckenlast)

l; =0.8m

/2 =0.4dm
b/h=0.75

O = 12N/mm?
MBmax =7?
Werr=?

b="7

h="7

9) F = 1kN
F’ = 4kN/m
=1.2m
O = 120N/mm?

Erforderlicher IPE-Tréger

Ovorh = ?

10) F; = 3kN
F> = 4kN
Fs = 2kN
Iy = 100mm
lo = 120mm
Iz = 80mm
Iy = 500mm
FA und FB =7
Mgin I, II, Bund IIT

1) F=6kN
F’ = 2kN/m
/1 =1.5m
/2=3m
I3=2.5m
/4= ém
FA und FB =7
MBmax= ?

7

RN

AN

!
|
|
|
|

{1
I-n——--l lr..._

F& I

Fl

\
LTI

A

o
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F; = 6kN

FoRBA 5’!;
F>' = 12kN/m I
MBmax = 7 f:? ir?

12)  Querschnitt Holzbalken 20cm x 25c¢m in glinstiger Einbaulage eingesetzt
F a7 h
= 25m A
%Azu%g nl-ZB =7? % A B %
g = - -

Schwer und sehr schwer: 15 l 4

13)  Fy=1.5kN
Fo = 4.0kN FooF
Fs = 2.0kN \ /-} F

F = 2kN/m HIHIHEN

|1 =1.0m

|2 =4.5m 7 //A B%
ly = 1.5m I | 17
l, = 2.5m ! 2 E]
|5 =3.0m

Querkraft- und Momentdiagramm = ?

14)  Auf einem einseitig Uberkragenden Trager wirkt die Streckenlast F’ = 2.5kN/m auf die
Lange /; = 4m. Der Lagerabstand /, soll durch verschieben des Lagers B so bestimmt
werden, dass das maximale Biegemoment im Trager den kleinstmdglichen Betrag
annimmt. Gesucht sind: /> und Mapnax.

4

— ==

Fl‘

N

%>!HlHIHHHHHHIIHIHLIIIIHHH
4 =

A

[y
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Lésungen:

1) MBmax,hoch =5333Nm
MBmax,f/ach =2'667Nm

2) d=92.7mm
Puvorn = 3.45N/mm’

3) b =25.3mm
h=759mm

4) Mpsax = 810Nm
h =69mm
=17.25mm

5) derf = 152mm
h =30mm
b =5mm

6) F=29.2N

7) OBmax = 151N/mm?
f=0.64mm
a=0275°
fAIu = 1.92mm
derf,A[u =39.48mm

8) Mgmax = 8 400Nm
W, = 7000000mm®
h=178mm
b =133.5mm

9) IPE-100
Osvorh = 119.3N/mnm?

10)  Fa=1.76kN, Fg = 4.76kN

MB/ = 176Nm, MB// =171.2Nm y MBB = 160Nm, MB/// =0

11)  Fa=7kN, Fg = 5kN
Mpgmax = 11°250Nm

12)  Fa=31.36kN, Fg = 34.64kN
Mpmax = 10.8kNm
UBvorh = 5.2N/mm2
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13)  Fa=2.0556kN aus Kraftbelastungen
Fg = 5.4444kN aus Kraftbelastungen
Fa =5.3333kN aus Streckenlastbelastungen
Fg = 0.6667kN aus Streckenlastbelastungen
Querkraft- und Momentendiagramm
5000
4000
/]
3000
2000 /
0 A\
-1000 N \\ —/
-2000 \\7// A\ Z
-3000 // \/
7
-4000
-5000
-1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0
—Fq aus F [N] —Fq aus F'[N] —Fqg Summe [N]
—Mb aus F [Nm] —Mb aus F' [Nm] — Mb Summe [Nm]
14) [, =2.828m
MBmaX = 1.714kNm
g -
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ql q3
F'x-x_F'x'(ll—lz)
2 2
x=1 -1,
12
L —=1,=1 2412
2
1
= 88
2 2

x aus Momentgleichung und Streckenlastverlauf

x aus Querkraftflachenvergleich

©2009 by Roland Gredig
CH-3366 Bettenhausen

16 von 16

Ausgabedatum:
18. Januar 2009




